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Exercice 1.

Soient les suites réelles (u,), (v,) et (wy,) définies par:

Upil = U, + 3,
Vn e N, Unt1 = 3up, + v, + 4w, et (up,vo,wo)=(1,0,1).
Wn4+1 = dv, + wy,

(1)

1. On calcule le polynome caractéristique x 4 (t) = det(tls — A) =3 — 3t2 —
22t +24 = (t —1)(t — 6)(t +4). Ainsi, la matrice A admet trois valeurs
propres distinctes Sp(A) = {1,6, —4}, elle est donc diagonalisable.

On peut également justifier que A est diagonalisable par le faite qu’elle
soit symétrique a coefficients réels.

2. Pour chacune des valeurs propres de A, on détermine le sous-espace propre

associé.
- Pour Ay = 1, notons E; le sous-espace propre associé a A\ : F; =
Ker(A — I3), ol I3 est la matrice identité de M5(R). On a
T 3y = 0 y = 0
y| eKer(A—1I3) <= < 3z+4z = 0 (:){3334—42 - 0.
z 4y = 0

3
On trouve que (z,y,2) € By <= {y=0, z= —Z;v et x est quelconque},

d’ou, si on prend x = —4 , on trouve que le sous-espace propre FEj
— — -
associé a la v.p. Ay =1 a pour base B = {bl} avec by = 0
3
- Pour Ay = 6, notons E5 le sous-espace propre associé a Ay : Fy =
3
— —
Ker(A — 61I3). On trouve Fy = Vect{bg} avec by = | 5
4
- Pour A3 = —4, le sous-espace propre Fs5 associé & A3 est B3 = Ker(A +
3
— —
413). On trouve E3 = Vect{bg} avec b3 = | =5
4



1 0 0 -4 3 3
Onadoncque A= PDP lavecD=| 0 6 0 et P = 0 5 -5
0 0 —4 3 4 4

3. Motrons que pour tout n € N, A" = PD"P~'. On a A° = PD'P~1,
donc la relation est satisfaite pour n = 0. Supposons que pour n € N,
A" = PD"P~1 alors A = (PD"P~Y)(PDP~') = PD""1p~1L.
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, A = PD"P~1.

1 -8 0 6
Apres calcul, on obtient, P~ = 3 5 4
0l S5y

puis,

] 324 9(— )+96" —15(( 4" —6") 12(=2+ (—4)" +6")
A" = PD"P7l = — —15((—4)™ — 6™) 5((—4)™ +6m) —20((—4)™ —6™)

U\ 12(=2+ (—4)m 4 67) —20(( ayn 6”) 18 + 16((—4)" + 67)
Un
4. Pour tout n € N, posons X, = v, |. Le systéme d’équation (1)
Wn
s’écrit alors X,,1+1 = AX,,, et on montre par récurrence que X,, = A" X,
1
ou Xo = 0
1

Apres simplifications, on obtient :

e = B A" 0, = A =0 e = (5 ¢
14((—4)" +6™)).

Exercice I1.

On effectue le changement de variable en coordonnées polaires :

x = rcos(f) _
{ y—rsin(d) dx dy = r dr df.

qui conduit au nouveau domaine d’intégration suivant : [0, 1] x [0, 27].

Ainsi,
I / / " __drde
= ——drdé.
0,1]x[0,2x] 1 + 72

Puis, en utilisant le théoreme de Fubini, on obtient

Loy 1 1
I:Q’/TX/; mT:2W§|:ln(1+T2)i|0:7T1n(2)



Probleme I11.

On désigne par R ’ensemble des nombres réels et par N I’ensemble des entiers
naturels. Dans tout le probléme, Y f,, est une série de fonctions définies sur un
intervalle I de R et a valeurs réelles.

1- (a) La série de fonctions Y f,, converge absolument sur [ si et seulement
si pour tout x € I, la série numérique & termes positifs > | f,, ()]
converge.

(b) La série de fonctions »_ f,, converge uniformément sur I si et seule-

n
ment si la suite de fonctions (Z fk(a:)) converge uniformément
neN

sur I. Clest-a-dire, qu’il existe une fonction f I — R telle que

n

lim sup fi(z) — f(x)| = 0.

i s |32 4ie) ~ 1(0)

(c) La série de fonctions Y f,, converge normalement sur I si et seule-
ment si la série numérique & termes positifs Y || fn|lco converge, out
Ifllcc = Sup{|f(z)|/x € I}, appelée norme de la convergence uni-
forme.

(d) Yz € I, 0 < |fn(z)] < ||fnlloo €t par comparaison de séries & termes
positifs, on en déduit que si Y f,, converge normalement, alors pour
tout = de I, la série > |f.(x)| converge, i.e. la série > f, converge

absolument.
—+oo —+oo
(e) Pour z dans I notons R, (x) = Z fr(z). Alors |R,(z)| < Z Il filloo-
k=n-+1 k=n+1

+o00
Comme la série Y f,, convergeant normalement, la suite < Z Il fx Oo)
k=n+1 n
converge vers 0 et ne dépend pas de x, ce qui prouve que la suite des
restes (R, (z)), converge uniformément vers 0 sur I, i.e. la série > f,
converge uniformément sur I.

22 +n
(f) On pose pour z € [0,1], fn(x) = (—1)" ( nJg ) .

2

1
Pour tout = € [0,1], |fn(z)| = :% + — et donc la suite (|fn(x)])

décroit et converge vers 0. Par application du critere des séries al-

ternées, on montre que la série Y f,, converge simplement sur I =

[0, 1].

Le critere des séries alternées nous dit également que, pour tout x € I,
z? 1 _ 1 1

(n+1)2 * n+1 " (n+1)2 + n+1

n

[ B ()] < [ fra(@)| =

1 1
Puisque ngrfm ((n 172 + . 1) = 0, la suite (R, (x))nen+ con-

verge uniformément vers 0, c’est & dire la série Y f,, converge uni-
formément sur I = [0, 1].
Montrons que la série de fonctions Y f,, ne converge absolument en

2
aucune valeur de [0,1]. Pour z fixé, |fn,(x)| = % + —. La série
n n



z? - . . - 1. -
E — converge (série de Riemann) mais la série E — diverge (série
n
harmonique), et donc la série | f,(x)| diverge ; ce qui prouve que
la série > f,, ne converge pas absolument sur I.

2- Dans toute cette partie, (ay)n>1 est une suite décroissante de réels positifs,
I =1[0,1] et pour tout = € I, f(z) = apz™(1 — ).

(a) La suite (o) décroit et est positive, donc Vn, 0 < o, < ap. La suite

(an)n est donc bornée.
+oo
Pour z = 0 et x = 1 la somme Z fn(x) est clairement nulle. Sup-
n=0
posons que 0 < z < 1, pour tout n > 1, 0 < a,z"(1 — z) <
ag(l—z)z™ et > ap(l—x)z™ = ap(1—2z) > «™. La série géométrique
Sat = 1i$ de raison 0 < x < 1 est convergente. On en déduit par
comparaison de séries & termes positifs, que la série Y f,, converge
simplement sur 1.

(b) (i)- Pour tout x € I, f/(z) = a,(nz" ! —(n+1)z") = apaz™ (n—
xz(n+1)). On étudie ensuite la variation de f,, et on montre que
la fonction f,, est positive et atteint son maximum sur I au point

n

n+1
On & fu(—) ” { fmpli 1ol
na f, = q, , ce qui implique que || frllco =
n+1 (n + 1)+ ¢ AU HHPRAted
nn
"
"l 1 1)t
n+1 n+1
Oy n . n
ii)- O N—— t lim,, o =
(i) On a [[fullc = (n+1> c lm%m(nﬂ)

e . Ainsi, || folco ~ n—z, et par comparaison de séries positives,

S fnlloo converge si et seulement si &n converge.
n

n+1
) =e¢ 1. Ona
n+1

n+1 n+1
n _(1_ 1 — A In(1—74y)
n+1 n+1

Or (n+1)In(1 — n%rl) ~ (n+ 1)(—7#1) ~ —1. Dot le résultat.

—+o0 —+o0
(c) (i)- Pour z = 1, Z ¥ = +oo et pour 0 < z < 1, Z z* =
k=n+1 k=n+1
xn-{-l

+oo
A Y A —
> =1
k=0
+o00
(ii)- Pour z =1, Z (1 —x) =0.
k=n-+1
Suppososn que 0 < z < 1. Puisque la suite («;,) est décroissante,
pour tout k = n+1, ap < apy1 = apxf(1—2) < appi(1—2)z",

Reste a montrer que lim (
n—-+00




pour tout £ > n + 1, et donc

+oo —+oo
0< E (1 — ) < apypi(1 — ) E zk
k=n+1 k=n-+1
wn-{-l
=apt1(l—x
1
= an 12" <ang

La suite des restes R, (z) = ZZ_S;H apx®(1—z) est donc positive
et majorée par la suite (an4k)k>0, qui ne dépend pas de x et
qui converge vers 0 . On en déduit que la série > f, converge

uniformément.
(iii)- Comme la suite (ov,) est décroissante et minorée par 0, elle est
convergente. Posons / = lim «y, on a £ > 0.
n—-+oo

Supposon que £ > 0 et étudions la suite des restes R,(z) =
Z‘,::;H ayr®(1 — ). Pour x = 1, on a R, (1) = 0, suppossons
0 <z < 1. Comme pour tout n, o, > £ > 0, on a R,(x) >
((1—z) > 51 % = £z *1. En particulier, pour z = 1— T
1 +1

Ve >0, dng e N*, n>ny = —5+£ < g(l—%ﬂ)rH»l < E"‘g.
Ceci implique en prenant € = 2%, qu’il existe un entier ng > 1,
telle que pour tout n > ng, R, (1— n%rl) > Q—Ze, ce qui montre que
la suite des restes ne converge pas uniformément vers la fonction
nulle ; d’ot1 une contradiction avec I’hypotheése. Nous avons donc
montré que si Y f,, converge uniformément sur I, alors la suite
(an)n>1 converge vers 0. Nous avons 1'équivalence de ces deux
propositions d’apres la question précédente .

on obtient R, (1——1) > ¢(1— —-)"! qui converge vers —, i.e.
e

3- (Fonction ¢ de Riemann). Soit ¢(z) = 327 —.
n

(a) Pour z réel donné, la série de terme général n%, n > 1, converge si
et seulement si x > 1 (c’est la série de Riemann). En effet, pour
x < 0 le terme général ne tend pas vers 0 et la série est divergente.
Pour x > 0, on utilise une comparaison entre série et intégrale : en

considérant la fonction ¢ — & sur Iintervalle [k,k + 1[ (k > 1), on

1 Rt 1
a———= < / —dt < —. D’ou, en additionnant ces inégalités
(k+1) R k*

membre & membre (k =1, -,k =n) on obtient,
n+1 n+1 n
1 1 1
) sl
k=2 k=1

+oo
La série ¢(z) est alors de méme nature que l'intégale / tT:dt qui
1

converge si et seulement si > 1. Donc D =]1, +o0].



(b)

1
Pour tout n € N*, 'application f,, :]1, +oo[ définie par f,(z) = — =

n
eI ot de classe C* sur |1, +oo[ et pour tous k € Net z €]1, +o0f,

k

& ( —1In n)
(@) = >
, o X ()"
Soit 1 < a < +4oo fixé. Puisque la série Z ~—

n=1
gente, les séries Z f,(lk) sont normalement, donc uniformément con-
n>1
vergentes sur [a,+oo[. D’apres le théoreme de dérivation terme &
terme des séries de fonctions, il en résulte que ¢ est de classe C*>
+oo k

—Inn

sur [a, +oo[ et que ¢ (z) = Z u

n=1
Comme 1 < a < +0o est arbitraiment pris, on en déduit que ( est
+o00 k
—1Inn
de classe C* sur |1, +oo] et que C(k)(x) = § u

n=1

est conver-
na

— pour tout x €la,+0ool.
n

- pour tout
n
x €]1,4o00].
D’aprés la question précédente, la fonction ¢ est deux fois derivable
sur |1, +oof et
, (lnn)’
©) (17)22720-
n>1
Donc la fonction ¢ est convexe.

Fixonx a > 1, d’apres la question (a), (ii)-, la série de fonctions de
somme ( converge uniformément vers ¢ sur [a, +oo[. De plus, chacune

—xlnn

des fonctions f,(z) = — =e¢ admet une limite réelle quand

x
tend vers +o0, a savoir lim f,(z) =0sin>1let lim fi(z)=1.
r— 400 T—+00

Le théoreme dinterversion des limites permet alors daffirmer que la
fonction ¢ a une limite réelle quand = tend vers +o0o et que

“+oo
xEIfOOC(JU):;(xEIEOOfn(;C)):1_|_()_|_..._|_()...:1_

Nous avons démontré dans la question (a), (i)- que pour tous n € N*

et x > 1,
n+1 n+1 1

1 "1
e Y
k=2 k=1
ce qui implique par passage a la limite en n que

=1 oo =1
e[ me<>g
k=2 1 k=1
+oo
puis en calculant / t—wdt que pour tout x > 1,
1

1 1
<(@) < ——+1

x—1



et puisque lim
s+t T — 1
car en effet, pour tout M > 0, il existe n > 0, tel que 1 < z <

1+n=((z)> 215 > M.

= +00, on obtient que lim ((x) = +oo,
r—+1+

w/2 /2
4- Soient g, (z) = (—1)"cos" x, V, = / cos"xdx et W, = / gn(z) dz.
0 0

(a) - Si z # km;k € Z, alors |cosx| < 1, et la série g(x) converge
absolument (c’est la série géomérique de raison cos x).
-Six =km;k € Z, alors cosx = 1 ou cosx = —1, et donc la série
g(x) diverge (le terme général ne tend pas vers 0).

(b) Soient n < m deux entiers naturels, on a Yz € [0,7/2], cos(z) €
[0,1] = Vz € [0,7/2], cos™(z) > cos™(x) >0 = V,, >V, > 0.
Soit 0 < e < 7/2, on a 0 < cos(g/2) < 1 et hIJIrl cos™(g/2) =0, il

n—-+00

existe alors N € N tel que

n>N = cos"(g/2) < i,
T
ce qui implique par la monotonie de cos sur [0,7/2] que
n>N = Vzelg/2,7/2], cos"xﬁcos”(s/?)gi. (2)
T
Ainsi
/2 €/2 /2
/ cos”(m)dﬂcz/ cos™(z)dx + / cos" (z)dx
0 0 /2
<§+f(ff§) < £+E = ¢
-2 72 27 7 2 2 ’

ol nous avons utilisé (2) pour majorer l'intégrale sur [¢/2,7/2] et le
fait que la fonction cos est bornée par 1 pour majorer I'intégrale sur
[0,e/2].
Puisque € peut étre choisi arbitrairement petit, on a bien la conver-
gence vers zéro de la suite (V,,)n>0.

(c) La série de terme général W,, converge d’apres le théoréme sur les
séries alternées.

(d) Pour tout a € [0,1], on pose
a /2
A, = (—1)"/ cos"xzdxr et B, = (—1)”/ cos" z dx .
0 a

(i) La série Z gn converge normalement sur [a,7/2] car

n

sup |(=1)"cos™ z| = cos" a
z€la,m/2]
+o0 1
et la série de termes positifs cos™ a converge ( E cos" a = 7> .
1—cosa
n=0
La série converge donc uniformément sur [a, 7/2] d’apres la ques-

tion 1-, (e).



(i) Soit 0 < a < 7/2. Puisque Z gn converge uniformément sur
n>0

[a, /2],

400 w/2 ,+0oo w/2 1
By(a) = (D(=1)" cos™ ) da = S -
Z w(a) /a Z( )" cos™ x ) dx /a " dx
k=0 k=0
Efféctuons le changement de variable

1—u? 2

-, drx=-—-=-d
142’ v 1+ u? s

u=tan(a/2), cosxz =

on obtient

/2 1 1
/ 7dac:/ du=1—tan(a/2).
a 1+cosz tan(a/2)

D’ou le résultat.

(iii) Soit 0 < a < m/2. On montre comme dans les questions 1-,
(b) et 1-, (¢) que la série de terme général A, (a) est altérnée.
D’apres le critere des séries alternées, pour tout n € N,

a
0

—+oo
3 Ai(a) < [Ansa(a)] = / cos" (z) dz < a.
k=n

Cette inégalité étant vraie pour tout n € N, en particulier pour
n =20,

400
Z Ag(a) <a
k=0

+oo
d’ott ilil%kz_oflk(a) =0.

(e) Pour tout 0 < a < 7/2 et pour tout n € N, W,, = A,(a) + Bp(a).

Puisque les séries de terme général A, (a) et B,(a) converge, on a
Pour tout 0 < a < m/2

+oo +o00 +o00
D> W => Au(a)+ > Bula).
n=0 n=0 n=0

+oo
Puisque a est arbitraiment choisi dans ]0,7/2[ et Z W,, ne dépend
n=0

pas de a, d’apres les questions 4, (d), (ii) et 4~, (d), (iii),

+ZOO W, = ili% (1 — tan(a/Q)) =1.

n=0
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Les exercices sont indépendants.

Exercice n° 1

. . . €
Soit la fonction f définie sur I’ensemble des nombres réels non nuls par : f (X) = | |
X
1. Etudier les variations et tracer le graphe de f
On remarque que la fonction est paire et donc que son graphe est symétrique par rapport a I’axe
vertical. Il suffit de faire I’étude sur les nombres réels strictement positifs. Sa dérivée est égale
e (-4x? -1)

2x+/x

les réels positifs. Les axes sont des asymptotes.

a: f(x)= < 0. La fonction est donc strictement décroissante de + ooa zéro sur

2. Etudier la convergence de I f (x) dx

—00

On remarque que J. f(x)dx=2 _[ f(x)dx.

—o0 0

1
En0: f(x) = —, donc convergente

Jx
e 1 e
En +o0: f(X)= <—car Limx? =0 et Iintégrale est convergente.
\/; X X—>+00 \/N
e

3. Pour ¢ >0, on pose f, (x)= Etudier les variations de f_ et la convergence de

a

X
+0
I’intégrale j f_(x)dx.
0
La fonction f_ est strictement décroissante sur les réels positifs (résultats analogues a ceux

pour f).
EnO: f,(X)= 1 , donc convergente si et seulement si 0 < <1,
XDC

En +o0 : Limx*f, (x)=Limx*“f_(x)=0 pour 0<a <1 et I’intégrale est convergente pour

X—>+00

O<axl



Exercice n° 2
sin x
Pour m>0, onpose f_ (X)=4 xm
1 si x=0

si x#0

1. Pour quelle valeur de m la fonction f , est-elle continue ? (On notera f la fonction qui

correspond a la valeur de m ainsi trouveée).
Tout le probléme est uniquement en 0.

On a: Lgm fm(x)=L(i)m x'™=f_ (0)=1 si et seulement si m=1. Dans toute la suite de

I’exercice, on fixe m=1 et on note f cette fonction.

2. Etudier la dérivabilité de f

f(x)-1 f(x)= LLmSinX—_X = L(i)m (—g) =0=f (0)

X2

Lim
0
3. Etudier la continuité de la dérivée de f

f(@:fﬂiéﬁﬂlaLyn(msz
X

2 (v _ 3 '

X(1-x°/2) 2(x X /6):Lgm(—x/3):0=f 0)
X

4. f a-t-elle une dérivée seconde continue ?

f(x)- f'(O)zLim x(l—x2/2)—(x—x3/6)=_1

f'(0)= Lim

0 x3 3
. _ 3 A: _2 2 2 H _ 4 4_ 4 .,
Ona: f'(x)= X°SIn X — 2X 4cosx+ xsmxz X +2x4 X /3_)_%:f )
X X

En conclusion la fonction (pour m=1) est de classe C°.

Exercice n° 3

On considere deux suites de nombres réels définies par :

Uy, =-U, —2v .
n ; "et Uy, V, sont donnés quelconque.
V., =3U, +4v,

1. Exprimer u,, et vV, en fonction de U,, v, etn.
Ona:u,, +V,, =2, +v,)=2""(u, +V,) et 3u,,, +2v,,, =3u, +2v, =3u, + 2V,
Par conséquent : U, =—2""(u, +V,) +3u, +2v, et v, =3x2""(u, +Vv,)—3u, — 2V,

2. Etudier la convergence de ces deux suites
Si u, +Vv, =0,alors u,,, =3u, +2v, =-V,.,; (suites stationnaires)

Si U, +V, >0,alors u, —»—oo, v, >+
Si Uy +V, <0,alors u, —+o0, v, ——o0

Exercice n° 4



4 4 2
On considere la matrice M définie par : M =% -1 31
1 55

1. Etudier la diagonalisation de M (si elle est diagonalisable, on précisera une base de vecteurs
propres et on notera D la matrice diagonale semblable a M)

4-24 4 2
Ona: det(M-A1)= det% -1 3-22 1 |. On ajoute la troisieme colonne a la
1 5 5-21
1 4 2
premiére pour obtenir : det(M —-11)=0< (6-24)det| 0 3-24 1 |=0
1 5 5-24
Puis on retranche la premiére ligne a la troisieme pour obtenir :
1 4 2
det(M-41)=0< (6-24)det| 0 3-24 1 |=0,dou
0 1 3-24

det(M-11)=0<(6-21)(4-21)(2—21) =0, soit A=1,20u 3
Comme la matrice admet 3 valeurs propres réelles distinctes, elle est diagonalisable.

100
Elle est semblable a lamatrice D={ 0 2 0 | avec comme matrice de passage
0 0 3
-1 -3 1
P={2 1 0
-3 -2 1

2. Déterminer la matrice de la projection orthogonale (pour le produit scalaire euclidien) sur la
droite engendrée par un vecteur propre de la matrice M associé a la valeur propre 3. On notera

P, cette matrice.

1 1 01

. _— , . vt v 1
Posons X =| 0 |, la matrice de projection est égale & : P, = X(X X)™ X =5 0 0O
1 1 01

3. Déterminer la matrice de la projection orthogonale (pour le produit scalaire euclidien) sur le
plan engendré par des vecteurs propres de la matrice M associés aux valeurs propres 2 et 3.

On notera R, cette matrice.

A _13 (1, _ oy [14 -5
De la méme fagon, posons Y = ,onobtient (YY) = . et

21 2
vyt =32 3
3\5 14

2 11

\ . |
La matrice de projection est égalea: P, =Y(YY)™'Y = u -1 2 1
1 1 2



4. Calculer les produits P, R, et R, P,
On obtient PR =R P, =R,

5. Parmi les matrices suivantes : M, D, P, , R, , quelles sont celles qui peuvent définir une

norme sur R® ?
Il faut que la matrice soit symétrique définie positive, seule D vérifie cette propriété.

Exercice n° 5
1 2 3
Soit la matrice M définiepar: M =|2 3 4
3 45

1. Déterminer une base du noyau de I’application linéaire associée a M.
Il suffit de résoudre le systéme pour obtenir : x+y+z =0;y+2z=0. Le noyau est une

droite vectorielle engendrée par le vecteur (1, -2,1).

2. Déterminer les valeurs propres de cette matrice. Que peut-on en conclure ?

1-2 2 3
Ona:det(M—-Al)=det| 2 3-4 4 |=A(-2+91+6)=0
3 4 5-4

9+ /105
2

La matrice admet trois valeurs propres distinctes (0, ), elle est donc diagonalisable

(on pouvait aussi remarquer qu’elle est symétrique).

3. Déterminer une base de 1’orthogonal du noyau de M.

Il suffit de trouver deux vecteurs indépendants orthogonaux a (1, -2,1).

Par exemple : (1, 0, -1) et (2, 1, 0), soit le plan d’équation : x-2y+z=0. Ce que 1’on pouvait
aussi trouver directement.

4. Déterminer le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux deux
valeurs propres non nulles.

Comme la matrice est symétrique et les valeurs propres distinctes, les sous-espaces propres sont
orthogonaux. Par conséquent on obtient le méme résultat qu’a la question précédente : le plan
d’équation x-2y+z=0.

X+2y+3z=m
5. Résoudre le systéme 1 2x+3y +4z = 2m, ol m est un parameétre réel.

3X+4y+5z=3m
On obtient, de facon triviale, une droite affine comme solution, & savoir : x=z+m ; x+y+z=m

Exercice n° 6

1. Pour n entier strictement supérieur a 3, on considere la fonction numérique suivante :

Xﬂ
o () = 1+x2

Si n est pair, la fonction est paire et son graphe est symétrique par rapport a 1’axe verticale.

Etudier les variations de cette fonction et tracer son graphe.



Si n est impair, la fonction est impaire et son graphe est symétrique par rapport a 1’origine.
11 suffit d’¢étudier la fonction sur les réels positifs.

La dérivée est égale a: f_ (x) = —[n +(n—=2)x? ] qui est positive pour x>0. La fonction
+ X

est donc croissante avec une branche parabolique dans la direction oy et une tangente
horizontale a 1’origine.

1 n

2.50it 1, =
o 1+ X

> dx pour n entier naturel. Calculer 1,,1,,1,

Les calculs sont évidents : 1, :%; I, =Ln2; 1, :1—%

1 n
3. Calculer 1, et J, :I > dx pour tout n.
1+ X
j”* x(x+11)d 1
5 1+ X . 1+x° n+l "
1 1 1 1
I, = ——+..+ (-1 et I +.+(-D)"Lnv2
n=on-1 2n-3 0 ) et = 2n 2n-2 D
1 n
Si n est impair, la fonction est impaire et J, :I > dx=0
1+ X
1 n
Si n est pair, la fonction est paire et J | :I dx=21,
1+ x?

-1

2

. . I u;
4. Etudier la suite (u,) définiepar: u,,, = 1 et u, un nombre réel quelconque.
+u?

Pour n>1, u, >0 (récurrence évidente). Si u, =0, la suite est stationnaire egale a zéro.
2

Si la suite (u,) converge vers une limite |, alors cette limite vérifie : | = EER soit 1=0.
+
un+l U
Ona: = i <1. La suite est décroissante et minorée, donc elle converge vers
u +U;

n

Zéro.
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